Problemlosning och tavlingsmatematik

Problem att borja med
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. En hoég med 2024 mynt placeras pa bordet. Spelarna A och B spelar, dar A borjar. Varje drag innebar

att vélja 1, 2, 3 eller 4 mynt fran hogen. Den spelare som tar det sista myntet vinner (dvs. lamnar en
tom hog efter sitt drag). Vilken av spelarna har en vinnande strategi (hér antar vi att bada spelarna
spelar optimalt och forséker vinna spelet)?

Vad hénder om 2024 ersatts med ett godtyckligt heltal n? Kan du klassificera de véarden pa n for vilka
A har en vinnande strategi?

. 2n punkter ritas pa planet sa att inga tre ligger pa samma linje. n strickor ritas sa att varje punkt ar

andpunkt for precis en sadan stricka.

Vid varje steg, om mojligt, valjer Albert tva skarande strickor, sdg AB och C'D, raderar dem och
ersitter dem med strickor AC' och BD. Processen slutar om stréckor inte langre skir varandra.

Bevisa att processen maste avslutas efter ett dndligt antal sidana drag, oavsett vilken sekvens av drag
som tillampas.

Mer utmanande problem

1.

Vi bérjar med tre tal: {3,4,12}. T ett steg viiljs tva av talen, siig a och b, och ersiitts med talen 32 — b
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samt 45—‘1 + %b. Kan ett antal sddana steg leda till:

(i) talen {4,6,12}7?
(ii) nagra tal {z,y, 2} dar |z — 4|, |y — 6], |z — 12| < %?
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n positiva heltal skrivs i en rad pa tavlan. Iterativt véljer Alice tva intilliggande tal x och y sadana att
x > y och z &r till vinster om y, och ersétter paret (z,y) med (x — 1,z). Bevisa att hon endast kan
utfora ett dndligt antal sadana iterationer.

. Ett heltal n > 2 &r uppskrivet pa ett papper. Tva spelare gor vartannat drag i ett spel dédr man i varje

drag valjer en primtalsdelare till det uppskrivna talet och subtraherar den fran talet sjalvt. Resultatet
ersitter det uppskrivna talet. Spelet avslutas nédr talet man far efter subtraktionen ar 0. Den spelare
som gor det sista draget forlorar. For vilka varden pa n har den spelare som borjar en vinnande strategi?
(Skolornas matematiktavling finaluppgift, 2024)



Svara problem (pa engelska)

1. n positive integers are written in a row on the board. ITteratively, Alice chooses two adjacent numbers
z and y such that © > y and xz is to the left of y, and replaces the pair (z,y) by either (y + 1,z) or
(z — 1,z). Prove that she can perform only finitely many such iterations.

2. Consider 2024 cards, each having one gold side and one black side, lying in parallel on a long table.
Initially all cards show their gold sides. Two players, standing by the same long side of the table, play
a game with alternating moves. Each move consists of choosing a block of 50 consecutive cards, the
leftmost of which is showing gold, and turning them all over, so those which showed gold now show
black and vice versa. The last player who can make a legal move wins.

(a) Prove that the game must always end after a finite number of moves.

(b) Determine which one of the players has a winning strategy.

3. There are n + 1 buckets on the table, labeled with 0,...,n. At the start, there are n coins on bucket 0.
Axel is moving coins according to the following rules. At each stage, he chooses a bucket i containing
at least 2 coins, removes these two coins from the bucket and places one coin to bucket ¢ — 1 and the
other to bucket i + 1. However, if Axel chooses bucket 0, then he places one of the coins in bucket 1
and leaves the other one in bucket 0.

Axel wins if he can come up with a finite sequence of such moves so that at least one of the coins ends
up in the bucket n. Prove that Axel cannot ever succeed with this task.



