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Matematik ir ett kraftfulle verktyg for att beskriva och hantera en mingd olika minskliga
erfarenheter. Troligen beror det pa att matematik 4r skapad utifran just dessa erfarenheter, och att
till exempel fern dr den gemensamma egenskapen dragen ur erfarenheter av en mingd olika
situationer dir fen har haft en mening. For att skapa sig ett talbegrepp behéver man dra ut
(abstrahera) detta begrepp frin egna, rika erfarenheter. Ingen enskild erfarenhet fingar allt det
som tal 4r.

Redan di vi 4r nagra dagar gamla kan vi se skillnad p& samlingar av tva och tre objekt, och hora
skillnad pa tva- och trestaviga ord, men det 4r forst flera minader senare vi kan koppla samman
antal ljud och antal objekt (Wynn, 1992). Vi behover erfarenheter av ljud- och synintryck, men
ocksd erfarenheter av att dessa tvd koordineras, for att kunna abstrahera den gemensamma
egenskapen “antal”. Barn fir ocksi méinga sidana erfarenheter i det vardagliga samspelet med
vuxna och ildre barn, till exempel da ndgon pekar och benimner saker eller bilder i en bok. Det
ricker dock inte. Talbegreppet inbegriper fler situationer 4n de som barn vanligen far erfara i
vardagen.

Enbart erfarenheter ricker heller inte for att forstd nya aspekter av tal. Det krivs stod for att
koppla samman erfarenheterna och abstrahera talegenskaper frin dem. Hir har du som lirare en
viktig uppgift. Lika viktigt dr det dock att som lirare skapa méjligheter for eleverna att erfara
ménga olika situationer dir tal kan anvindas — man kan inte abstrabera frin erfarenheter man inte
har! Alltfor ensidiga exempel och representationer av tal kan alltsd utgora ett hinder for att
utveckla god talforstielse.

Nir man som vuxen redan har utvecklat ett talbegrepp kan det vara svirt att se att tal 4r flera
olika saker; man 4r sd van att se de olika sakerna som det enhetligt sammansatta begrepp vi kallar
tal. Som ldrare kan omedvetenheten leda till att man inte synliggor (de ofta avancerade!)
kopplingarna mellan olika situationer, och att man inte ger eleverna tillrickligt manga och rika
exempel.

Gdteborg 5,6[db|—

Ett robust talbegrepp bygger pé erfarenheter av flera olika vardagliga situationer. Som ldrare har du
en viktig roll att skapa mojligheter att erfara och koppla samman olika situationer — eleverna kan
inte abstrahera frin erfarenheter de inte har!
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De fyra talmetaforerna

Lakoff och Nufez (2000) skriver i boken Where mathematics comes from om fyra grundliggande
metaforer for aritmetik och tal: samlingar av objekt, konstruktion av objekt, mitning, och rérelse
lings en vig. De fyra metaforerna ir i sig abstraktioner av familjer av situationer dir tal har vissa
betydelser. Varje metafor speglar vissa egenskaper hos tal och ger olika sitt att tinka pd addition,
subtraktion, multiplikation och division, men ingen av dem fingar allt det tal 4r.

Tal som samlingar av objekt

Den f6rsta metaforen, tal som samlingar av objekt, kan kopplas till tidiga erfarenheter, som nir
vuxna hjilper barnet att koppla samman talramsan, foremél och antal genom att peka, rikna och
upprepa sista rikneordet (Paliwal & Baroody, 2018). Med tal som samlingar kan vi jaimfora tal
genom att jamfora antalet objekt i tvd samlingar, och addera tvd tal genom att ligga samman
motsvarande samlingar. Metaforen passar bist for de naturliga talen, eftersom de enskilda
objekten oftast ses som odelbara. Genom erfarenheter av tal som objektsamlingar kan barn lira
sig grundldggande principer som att antalet dr det samma oavsett i vilken ordning vi riknar eller
om vi flyttar runt objekten, att man alltid kan lidgga till ytterligare ett objekt i samlingen, och att
man kan ligga samman tvé samlingar och fi reda pa det totala antalet genom att rikna vidare frin
antalet i den ena samlingen. Konkreta foremal och schematiska bilder 4r viktiga modeller
kopplade till denna metafor. Det ir via denna metafor som uttryck som “tre dr firre in fem” och
”sju dr fler fyra” fir mening.
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Metaforen speglar dock andra egenskaper hos tal mindre bra. Ser vi tal enbart som samlingar av
foremal dr det svart act forsta rationella tal (till exempel 2,43) och att det finns tal under noll.

Tal som konstruktion av objekt

Med hjilp av den andra metaforen, konstruktion av objekt, ser vi varje tal som en helhet, snarare
dn en samling av helheter. Istillet for att samla f6remal, bygger vi tal genom att sitta ihop mindre
tal (eller objekt genom att sitta ihop mindre objekt). Det finns fortfarande “ettor”, eller enheter,
som utgdr byggstenar for de storre talen, men vi kan tinka oss att talen kan delas upp pd andra
sitt 4n i enheterna, till exempel att fem kan delas i tvé lika stora delar.

Detta gor att metaforen ocksd kan anvindas for att forstd egenskaper hos brak, vilket utvidgar
talmingden till de rationella talen. Till exempel kan man genom att dela ettan i 7 lika stora delar
och sedan ta 7 sidana delar forstd att 7 stycken n-tedelar 4r 1. Det dr ocksd ldtt att inse att man
behéver ha likadana delar for att kunna jimfora brakeal, till exempel att en tredjedel 4r mindre 4n
en halv eftersom tva sjittedelar 4r mindre 4n tre sjittedelar.

Representationer som anvinder tre olika areamodeller for tal: rutménstermodellen, cirkelmodellen

och blockmodellen.
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Areor och block ir vanliga modeller kopplade till denna metafor. I rutménstermodellen och
cirkelmodellen representeras tal som areor. Rutmoénstermodellen synliggér multiplikativa
uppdelningar och kan anvindas for att representera bade briktal och heltal. Cirkelmodellen
passar bist for att representera tal mindre 4n ett. I blockmodellen (eng. bar model) representeras
tal som linga block av bredd ett, och likheter representeras som tva lika linga block. Den passar
bist for att representera additiva uppdelningar och anvinds mycket i Singapore och Japan.

Metaforen beskriver tal som uppbyggda av andra tal, och limpar sig dirfor vil for att forsta olika
talrelationer, bade additiva, som tiokompisar, och multiplikativa, som dubblingar, faktorisering
och brik. Relativt denna metafor 4r det rimligare att siga att "tre dr mindre in fem” och "sju ir
storre dn fyra”. Det dr dock dven i denna metafor svart att fi grepp om negativa tal.

Tal som mdtning med sticka eller snére

I den tredje metaforen ses tal som matt. Ett matt 4r i sig en abstraktion; flera saker kan ha samma
matt, dven om de ir olika saker. Lakoff och Nufez talar endast om lingdmatt och mditning med
sticka eller snére. Talet ett blir den enhet vi utgar ifrin: en meter, en centimeter, en pinne, eller
en fotlingd. Precis som med konstruktion av objekt kan man enkelt representera stambrak (brik
med ett i tiljaren) som delar av enheten. I denna metafor ir varje lingd ett tal, vilket leder till
upptickten av tal som inte kan uttryckas pd brikform. Detta utvidgar talmingden till de reella
talen: lingden av diagonalen pa en kvadrat med sidan ir ett tal (betecknatv2), precis som
omkretsen pd en cirkel med radie ett (betecknat 7). Via denna metafor kan vi prata om avstind
mellan tal, och se dessa avstind som tal i sig sjdlva. Dirfor ar denna metafor viktig for att forstd
subtraktion som skillnad, och dirigenom egenskaper hos subtraktion.

Ingen av de tre forsta metaforerna ger goda majligheter att visualisera talet 0, dven om det finns
med som en implicit utgingspunkt. Negativa tal kan inte heller kopplas till de tre forsta
metaforerna.

Tal som rérelse ldngs en vdg

Den fjirde metaforen beskriver operationer pa tal som rdrelse lings en vig. Ror vi oss framit
adderar vi, ror vi oss bakit subtraherar vi. Eftersom vi maste bérja nigonstans finns det en
naturlig nollpunkt, och eftersom vi kan réra oss bakit frin varje punke finns det negativa tal.
Aven om vi bestimmer en enhet, eller "etta”, ir det uppenbart att det finns delavstind mellan 0
och 1, och mellan vilka andra tal som helst. Vi ser en koppling mellan en position pé vigen och
avstindet frin O till denna position, dd man hamnar pé positionen & + & genom att forst ta sig
avstindet fran O till 2, och direfter fortsitta samma avstind som mellan 0 och 4. Till exempel
hamnar man pa positionen 4 + 7 genom att forst gi avstindet fran O till 4, och sedan g frin 4
lika langt som det r frdn 0 «ill 7.

0 4 7 4+7

! Voo !

Metaforen ir nira forbunden med tallinjen och de tvd representationerna av tal péd tallinjen:
punkter och riktade avstind (pilar).
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Idéer som “tals grannar” och uttryck som 77 dr ndrmre 3 in 13” och “rikna vidare fran 30 till 60”
harror fran denna metafor.

Representationer & modeller

Nira forknippat med metaforer dr modeller for och representationer av tal. Olika forskare menar
olika saker nir de pratar om modeller och representationer. Ett sitt dr att anvinda ordet
representation for enskilda representationer, till exempel en specifik tallinje, ett blockbygge eller ett
uttryck, medan ordet modell anvinds for system for hur man konstruerar och férindrar en klass
av representationer for olika situationer och sammanhang. Exempel pd modeller ir vért talsystem,
tallinjemodellen, blockmodellen och rutménstermodellen. Man kan anvinda en eller flera av
dessa modeller for att skapa en representation av ett tal eller av en talrelation, och for att forindra
en representation som stod for eller kommunikation av sitt tinkande.
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Tre representationer av talet sex: den forsta anvinder virt talsystem, den andra
rutménstermodellen, och den tredje tallinjen.

I matematikdidaktiskt forskning 4r det vanligt att prata om konkreta, representativa och abstrakta
representationer, men dessa termer har pa senare tid face viss kritik for att vara svara att sirskilja
och for att inte tillrickligt vil finga centrala egenskaper hos representationer. Ett annat sitt att
tinka pa representationer ir i termer av rorelsemodeller, avbildande modeller, och symbolmodellen.

Rorelsemodeller

I rérelsemodeller anvinds konkret material och kroppen for att skapa representationer, ibland i
kombination med bilder. Huvudegenskapen hos rorelsemodeller ir att representationerna skapas
och omskapas genom fysiska rorelser. Till exempel kan knappar flyttas om for att visa hur en
uppdelning av talet 5 i 2 och 3 kan géras om till en uppdelning i 1 och 4, eller tvé steg tas bakat
pa en tallinje for att visa att 7 4r tva steg fore 9.

Att anvinda en rérelsemodell innebir att faktiskt utfora de rérelser som 4r grunden for en av
talmetaforerna. Metaforen blir verklighet genom att talen faktiskt 4r samlingar av objekt,
konstruktioner av objekt, lingder, eller rérelser lings en vidg. Detta dr den stora fordelen med
rorelsemodeller: att elever fir konkreta erfarenheter av att operera med tal och hur olika
handlingar leder till olika resultat.

En nackdel med rérelsemodeller ar att varken representationen man startade med eller rérelserna
som forindrade den finns kvar nir rérelserna dr utforda. Detta kan gora det svirare att
kommunicera om sina strategier, och att jimfora olika representationer.
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Avbildande modeller

I avbildande modeller anvinds bilder som representationer. Att skapa eller omskapa bilder kriver
forstas ocksa rorelser, men det 4r inte dessa rorelser som ar grunden for talmetaforerna. At till
exempel rita hur man flyttade 6ver en knapp frin delen 2 till delen 3 och fick den nya
uppdelningen 1 och 4 innebir inte att faktiske flytta knappen, utan att till exempel rita de tva
sitten tillsammans med en pil som visar hur knappen flyttades eller genom att kryssa 6ver en
knapp och rita dit en pi ett annat stille.

Till skillnad fran rorelsemodeller kan avbildande modeller skapa spar av hela hindelseforlopp:
representationen man startade med, vilka rorelser som utférdes, och den resulterande
representationen. Detta dr en klar fordel, som kriver att rorelser faktiskt representeras nir
avbildande modeller anvinds, vilket i sin tur kriver att rorelserna tidigare har utforts, det vill siga
att eleverna tidigare har arbetat med samma idéer i rorelsemodellen. Avbildande modeller kan da
anvindas for att representera rorelserna — forst hur man gjorde och senare hur man skulle gora
om man faktiskt utférde rérelserna.

Symbolmodellen

I symbolmodellen anvinds uttryck med siffror och tecken som representationer. Hir pratar vi
endast om en modell, och avser di det konventionella sittet att anvinda arabiska siffror i vart
positionssystem tillsammans med vedertagna matematiska tecken som plustecknet, minustecknet,
och likhetstecknet.

Symbolmodellen 4r den mest abstrakta modellen och ir inte knuten till nigon specifik metafor.
Detta ir en av dess stora fordelar eftersom det gor att den inte ldser anvindaren vid ett sitt att
tinka. Den dr ocksd mycket koncis. Dessa fordelar dr dock ockséd dess nackdelar, eftersom det gor
att modellen inte i sig bir pa nigon mening eller utgér nagot stéd for tinkandet. Den blir bara
meningsfull och anvindbar om den som anvinder den vet hur den 4r kopplad till
rorelsemodellerna. Den bér dirfor introduceras som ytterligare ett sitt att representera rorelserna,
dir bilderna ersatts av skrivna tal. Den kan da bli ett kraftfullt verktyg for eleverna att tinka och
for klassen att kommunicera om olika sitt att tinka.

2+3=1+4

Symbolmodellen 4r den man kanske frimst tinker pa nir man tinker pd matematik, men alla tre
typer av modeller — tillsammans med talat sprak — behdvs for att utveckla och kommunicera
matematisk forstaelse. Rorelsemodeller och avbildande modeller 4r precis lika matematiska som
symbolmodellen, och utan den mening som skapas av rérelsemodeller och avbildande modeller dr
symbolmodellen inte matematik. Inte ens avancerade matematiska texter bestir av enbart
symbolmodellen utan innehaller ocksa alltid skriven text och ofta bilder. Fér att minska risken att
eleverna ser symbolmodellen som det som 4r “riktig” matematik eller som ”mer matematisk” 4n
att anvinda konkret material och att rita, kan det vara bra att prata om symbolmodellen som just
”symbolmodellen” eller "siffror och tecken”, snarare 4n som “mattespriket”.
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Att valja modeller och konkret material

Eftersom olika resonemang om tal bygger pa olika metaforer behovs flera olika rérelsemodeller,
och dirmed olika typer av konkret material:

Mainga lika: vardagsféremal,  Ritade foremal
natur- eller plockmaterial.
Hindernas fingrar

Olika typer av block, t ex: Blockmodellen
— sammanfogbara block | Rutménstermodellen
— cuisenairestavar
— tiobasmaterial Siffror och tecken
— utklippta block
Tallinjer tillsammans med Tallinjer pa papper med
block ritade avstand

Tallinjen pé golvet och viggen | Tallinjer pa papper med
med rorelse av kroppen eller | ritade positioner och hopp
handen

Om syftet dr att eleverna ska uppticka eller lira sig en specifik idé, sa bor det konkreta materialet
viljas sd att idén kan representeras med det konkreta materialet som rérelsemodell. Ovan visades
hur ett antal likadana foremdl kan anvindas for att representera idén omgruppering av den
additiva uppdelningen 2 + 3 tll 1 + 4 genom metaforen samlingar av objekt, och hur det kan
avbildas och dokumenteras i symbolmodellen. Om idén istillet 4r sambandet mellan additiva del-
helhets- och jimforelsesituationer, kan block vara ett bittre valt material. I blockmodellen
representeras likhet som lika lingd, vilket gor att skillnad och saknad del representeras pa samma
sdtt.

saknad del ' skillnad

Mdnga lika

For den forsta metaforen behdvs foremédl som kan samlas, si att samlingar enkelt kan
omgrupperas, liggas ihop och delas upp. Ibland benimns sidant material “counters”. Om fokus
ska ligga pa metaforen samlingar av objekt bor foremélen inte kunna byggas ihop. For att halla
fokus pd antal ir det bra om foremaélen ser likadana ut och har fi detaljer. Ett exempel ir slita
traknappar, som ir enkla att flytta runt pé en bordsyta, ser likadana ut, har samma firg pa bada
sidor, och ir svéra att stapla pd varandra.

Block

Foér den andra och tredje metaforen 4r nigon form av block ett bra val. Olika typer av block har
olika egenskaper. Sammanfogbara kuber (t.ex. multilink) har fordelen att de kan anvindas bade
for blockmodellen och rutmonstermodellen. En nackdel 4r dock att varje etta alltid ar synlig.
Representationer med synliga ettor kan styra in elever pa "rikna alla”-strategier som ir ineffektiva,
ldte blir fel och inte synliggdr de relationer och samband som ir tinkta att vara i fokus (Kosko,
2020). Detta giller tyvirr dven det mesta tiobasmaterial som finns pd marknaden. Ett alternativ
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utan synliga ettor dr cuisenairestavar. Om syftet dr att arbeta med flersiffriga tal bor dock bara
stavar av lingderna ett, fem och tio anvindas.

Block utklippta i papper gor det majligt att dela dem pé andra stillen dn mellan ettor och dirmed
representera halvor och andra bréiktal.

Tallinjer

For den tredje och fjirde metaforen ir tallinjer limpliga. En stor tallinje pa golvet gor det mojligt
for eleverna att faktiskt réra sig fram och tillbaka lings den, vilket kan stirka metaforen rorelse
lings en vig. For att eleverna ska uppmirksamma betydelsen av avstind och positioner behéver
de fi arbeta med tallinjeuppgifter dir tal ska placeras nigonstans mellan givna streck eller dir
streck dr ojamnt utplacerade. Om tal enbart ska kopplas till ett av flera jamnt utplacerade streck
blir uppgiften visentligen en talrads- eller talf6ljdsuppgift, som inte kriver att eleven funderar
over avstand.
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