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Tvartomspraket

“Just nu pratar jag pa tvartomspraket”
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Tvartomspraket

“Just nu pratar jag pa tvartomspraket”

Var det jag sade just nu sant?
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Tvartomspraket

“Just nu pratar jag pa tvartomspraket”

Var det jag sade just nu sant?

Om det var sant, sa pratade
jag pa tvartomspraket, och da
menade jag i sjalva verket
motsatsen, alltsd att jag inte
pratade pa tvartomspraket.
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Tvartomspraket

“Just nu pratar jag pa tvartomspraket”

Var det jag sade just nu sant?

Om det var sant, sa pratade Om det var falskt, sa pratade
jag pa tvartomspraket, och da jag inte pa tvartomspraket,
menade jag i sjalva verket men dd menade jag faktiskt det
motsatsen, alltsd att jag inte jag sade, alltsad att jag faktiskt
pratade pa tvartomspraket. pratade pa tvartomspraket.
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Tvartomspraket

“Just nu pratar jag pa tvartomspraket”

Var det jag sade just nu sant?

Om det var sant, sa pratade Om det var falskt, sa pratade
jag pa tvartomspraket, och da jag inte pa tvartomspraket,
menade jag i sjalva verket men dd menade jag faktiskt det
motsatsen, alltsd att jag inte jag sade, alltsad att jag faktiskt
pratade pa tvartomspraket. pratade pa tvartomspraket.

Det verkar alltsd som att det inte gar sd bra att siga om detta
ar sant eller inte.
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Lite mer strikt: Barberaren i Sevilla
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Lite mer strikt: Barberaren i Sevilla

“Barberaren i Sevilla rakar alla som inte rakar sig sjalva”
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Lite mer strikt: Barberaren i Sevilla

“Barberaren i Sevilla rakar alla som inte rakar sig sjalva” Vem

rakar barberaren i Sevilla?
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Lite mer strikt: Barberaren i Sevilla

“Barberaren i Sevilla rakar alla som inte rakar sig sjalva” Vem

rakar barberaren i Sevilla?

Om barberaren i Sevilla rakar
sig sjalv, sd rakar han enligt
regeln inte sig sjalv.
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Lite mer strikt: Barberaren i Sevilla

“Barberaren i Sevilla rakar alla som inte rakar sig sjalva” Vem

rakar barberaren i Sevilla?

Om barberaren i Sevilla rakar Om barberaren i Sevilla inte
sig sjalv, sd rakar han enligt rakar sig sjalv, sd rakar han
regeln inte sig sjalv. enligt regeln sig sjalv.
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Lite mer strikt: Barberaren i Sevilla

“Barberaren i Sevilla rakar alla som inte rakar sig sjalva” Vem

rakar barberaren i Sevilla?

Om barberaren i Sevilla rakar Om barberaren i Sevilla inte
sig sjalv, sd rakar han enligt rakar sig sjalv, sd rakar han
regeln inte sig sjalv. enligt regeln sig sjalv.

Aterigen verkar det allts3 som att det inte finns ndgon bra
upplosning pa problemet.
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Annu lite mer strikt: Mangden av alla mangder
som inte innehaller sig sjalv
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Annu lite mer strikt: Mangden av alla mangder
som inte innehaller sig sjalv

“Lat X vara mangden av alla mangder som inte innehdller sig
sjalv”
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Annu lite mer strikt: Mangden av alla mangder
som inte innehaller sig sjalv

“Lat X vara mangden av alla mangder som inte innehdller sig
sjalv" Innehéller X sig sjalv?
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Annu lite mer strikt: Mangden av alla mangder
som inte innehaller sig sjalv

“Lat X vara mangden av alla mangder som inte innehdller sig
sjalv" Innehéller X sig sjalv?

Om X innehéller sig sjalv,
X € X, sa borde X inte
innehalla sig sjalv.
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Annu lite mer strikt: Mangden av alla mangder
som inte innehaller sig sjalv

“Lat X vara mangden av alla mangder som inte innehdller sig
sjalv" Innehaller X sig sjalv?

Om X innehéller sig sjalv, Om X inte innehéller sig sjalv,
X € X, sa borde X inte X & X, sa borde X innehilla
innehalla sig sjalv. sig sjalv.
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Annu lite mer strikt: Mangden av alla mangder
som inte innehaller sig sjalv

“Lat X vara mangden av alla mangder som inte innehdller sig
sjalv" Innehaller X sig sjalv?

Om X innehéller sig sjalv, Om X inte innehéller sig sjalv,
X € X, sa borde X inte X & X, sa borde X innehilla
innehalla sig sjalv. sig sjalv.

Inte heller har gar det att reda ut fragan pa ett
tillfredsstallande satt, trots att vi anvander ett tills synes
stringent, formaliserat uttryckssatt.
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Vad ar problemet?

» En gemensam egenskap hos dessa tre ‘paradoxer’ ar att
pastaendena/konstruktionerna refererar till sig sjalva i
nagon bemarkelse.
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Vad ar problemet?

» En gemensam egenskap hos dessa tre ‘paradoxer’ ar att
pastaendena/konstruktionerna refererar till sig sjalva i
nagon bemarkelse.

» Den forsta paradoxen brukar kalla “lognarparadoxen”.
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Vad ar problemet?

» En gemensam egenskap hos dessa tre ‘paradoxer’ ar att
pastaendena/konstruktionerna refererar till sig sjalva i
nagon bemarkelse.

» Den forsta paradoxen brukar kalla “lognarparadoxen”.

» De tv3, senare relativt likartade ‘paradoxerna’ brukar
kallas Russells paradox. Denna saboterade Freges projekt
att bygga upp aritmetiken pa logikens grundvalar.
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Frege och logik som grund for matematiken
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Frege och logik som grund for matematiken

(Foto: Emil Tesch)
Frege: En mangd kan definieras
genom valfri “formel”
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Frege och logik som grund for matematiken

(Foto: Emil Tesch)

Frege: En mangd kan definieras  Russell: D3 blir det paradoxer!
genom valfri “formel”
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Frege och logik som grund fér matematiken (forts.)
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Frege och logik som grund fér matematiken (forts.)

» Freges Grundgesetze der Arithmetik: En mangd M kan
definieras genom valfri “formel”, M = {x : F(x)},
“Mangden M bestar av alla x som uppfyller villkoret

F(x).
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Frege och logik som grund fér matematiken (forts.)

» Freges Grundgesetze der Arithmetik: En mangd M kan
definieras genom valfri “formel”, M = {x : F(x)},
“Mangden M bestar av alla x som uppfyller villkoret
F(x).

» Det Russell observerade var att det i Freges system gar
att formulera villkoret “x uppfyller F(x) om x inte tillhor

X .
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Frege och logik som grund fér matematiken (forts.)

» Freges Grundgesetze der Arithmetik: En mangd M kan
definieras genom valfri “formel”, M = {x : F(x)},
“Mangden M bestar av alla x som uppfyller villkoret
F(x).

» Det Russell observerade var att det i Freges system gar
att formulera villkoret “x uppfyller F(x) om x inte tillhor
x".

> Ett satt att forsoka l6sa upp den tredje paradoxen (som
Russell arbetade med) ar att inte tillita definitioner av
detta slag, utan krava att allt det som ingar i villkoret
redan ar “fardigkonstruerat”.
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Frege och logik som grund fér matematiken (forts.)

» Freges Grundgesetze der Arithmetik: En mangd M kan
definieras genom valfri “formel”, M = {x : F(x)},
“Mangden M bestar av alla x som uppfyller villkoret
F(x).

» Det Russell observerade var att det i Freges system gar
att formulera villkoret “x uppfyller F(x) om x inte tillhor
x".

> Ett satt att forsoka l6sa upp den tredje paradoxen (som
Russell arbetade med) ar att inte tillita definitioner av
detta slag, utan krava att allt det som ingar i villkoret
redan ar “fardigkonstruerat”.

» Detta arbete (och mer) dr samlat i Principia
Mathematica (Russell och Whitehead)
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Informella argument

» Nog det vanligaste i skolmatematiken
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Informella argument

» Nog det vanligaste i skolmatematiken

» Exempel: Vinkelsumman i en triangel ar 180 grader,
eftersom vi ser det om vi kollar pd nagra trianglar.
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Argumentation och bevissystem
©000

Informella argument

» Nog det vanligaste i skolmatematiken

» Exempel: Vinkelsumman i en triangel ar 180 grader,
eftersom vi ser det om vi kollar pd nagra trianglar.

» Exempel: “Det blev sd nar jag rdaknade”
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©000

Informella argument

» Nog det vanligaste i skolmatematiken

» Exempel: Vinkelsumman i en triangel ar 180 grader,
eftersom vi ser det om vi kollar pd nagra trianglar.

» Exempel: “Det blev sd nar jag rdaknade”

» Exempel: “Funktionen f vaxer snabbare an funktionen g,
sa efter ett tag blir den storre”

Kunskapsveckan 2022, Umea universitet

Kan man rikna ut allt? Goddels ofullstindighetssats och sjalvreferenser



Argumentation och bevissystem

0e00

Normalstrikta matematiska bevis
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Normalstrikta matematiska bevis

> Kanske det man siktar mot i skolmatematiken
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Normalstrikta matematiska bevis

> Kanske det man siktar mot i skolmatematiken

» Exempel: Derivatan av funktionen f som ges av f(x) = x?

ar f'(x) = 2x, eftersom derivatans definition ger
vy e (xR =X
Fia) = Jim h

. X2+ 2xh+ h? — x?
= lim

h—0 h
= lim2x+ h

h—0

= 2x
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Fullt ut formaliserade bevis
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Fullt ut formaliserade bevis

#5443, F:o,Bel.dianB=A.=.avfBe2

Dem.
F.%5426.DFa=tz.B=ty.D:avBe2.=.a%y.
[%51-231] =fznty=A.
[%1312] =.anf=A (1)
Fo(1).%11-11:35.D

Fr(ge,y).a=tz.B=1y.D:avpBe2.=.anfB=A (2)
F.(2).#1154 .%52'1.D F. Prop

From this proposition it will follow, when arithmetical addition has been
defined, that 1 +1 = 2.

Exempel ur Principia Mathematica.
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Historisk trend

» Mycket tidig historia: Praktiskt motiverad matematik,
utan argument/bevis
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Historisk trend

» Mycket tidig historia: Praktiskt motiverad matematik,
utan argument/bevis

» Den moderna axiomatiska matematiken fodelse i Grekland
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Historisk trend

» Mycket tidig historia: Praktiskt motiverad matematik,
utan argument/bevis

\4

Den moderna axiomatiska matematiken fodelse i Grekland

> Rorelse mot att formalisera mer och mer av matematiken,
mot slutet av 1800-talet
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Historisk trend

» Mycket tidig historia: Praktiskt motiverad matematik,
utan argument/bevis

\4

Den moderna axiomatiska matematiken fodelse i Grekland

> Rorelse mot att formalisera mer och mer av matematiken,
mot slutet av 1800-talet

» De formalistiska och logicistiska programmen runt
sekelskiftet (Frege, Hilbert, Russell).

Kunskapsveckan 2022, Umea universitet

Kan man rikna ut allt? Goddels ofullstindighetssats och sjalvreferenser



Kan man rakna ut allt?
000000
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Hilberts program

» 1872: Emil du Bois-Reymond “Ignoramus et ignorabimus”
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Hilberts program

» 1872: Emil du Bois-Reymond “Ignoramus et ignorabimus”

» 1930: David Hilbert “In opposition to the foolish
ignorabimus our slogan shall be Wir miissen wissen — wir
werden wissen’
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Hilberts program

» 1872: Emil du Bois-Reymond “Ignoramus et ignorabimus”

» 1930: David Hilbert “In opposition to the foolish
ignorabimus our slogan shall be Wir miissen wissen — wir
werden wissen’

» Det satt som detta skulle goras pa var att
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Hilberts program

» 1872: Emil du Bois-Reymond “Ignoramus et ignorabimus”
» 1930: David Hilbert “In opposition to the foolish
ignorabimus our slogan shall be Wir miissen wissen — wir
werden wissen’
» Det satt som detta skulle goras pa var att
» formulera ett dndligt antal axiom
» hirleda all befintlig matematik ur dessa axiom

> bevisa att detta axiomsystem &r konsistent (fritt fran
motsagelser)
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Hilberts program

» 1872: Emil du Bois-Reymond “Ignoramus et ignorabimus”

» 1930: David Hilbert “In opposition to the foolish
ignorabimus our slogan shall be Wir miissen wissen — wir
werden wissen’

» Det satt som detta skulle goras pa var att

» formulera ett dndligt antal axiom

» hirleda all befintlig matematik ur dessa axiom

> bevisa att detta axiomsystem &r konsistent (fritt fran
motsagelser)

» Till detta kom Hilberts problem, en uppsattning om 23
vagledande problem fran olika matematikomraden

Kunskapsveckan 2022, Umea universitet

Kan man rikna ut allt? Goddels ofullstindighetssats och sjalvreferenser



Kan man rakna ut allt?
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Godels ofullstandighetssats
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Godels ofullstandighetssats

Redan 1931 visade det sig att Hilberts program inte skulle
fungera (i alla fall inte i sin helhet):
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Godels ofullstandighetssats

Redan 1931 visade det sig att Hilberts program inte skulle
fungera (i alla fall inte i sin helhet):

Sats (Godel, 1931)

Varje formellt system som ar tillrickligt starkt for att
formulera grundlaggande aritmetik dr antingen ofullstandigt
eller inkonsistent.
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Kan man rakna ut allt?
(o] lelelele)

Godels ofullstandighetssats

Redan 1931 visade det sig att Hilberts program inte skulle
fungera (i alla fall inte i sin helhet):

Sats (Godel, 1931)

Varje formellt system som ar tillrickligt starkt for att
formulera grundlaggande aritmetik dr antingen ofullstandigt
eller inkonsistent.

Ofullstandigt: Det finns frdgor som kan formuleras inom
systemet som inte kan besvaras inom systemet.

Kunskapsveckan 2022, Umea universitet

Kan man rikna ut allt? Goddels ofullstindighetssats och sjalvreferenser



Kan man rakna ut allt?
(o] lelelele)

Godels ofullstandighetssats

Redan 1931 visade det sig att Hilberts program inte skulle
fungera (i alla fall inte i sin helhet):

Sats (Godel, 1931)

Varje formellt system som ar tillrickligt starkt for att
formulera grundlaggande aritmetik dr antingen ofullstandigt
eller inkonsistent.

Ofullstandigt: Det finns frdgor som kan formuleras inom
systemet som inte kan besvaras inom systemet.

“Uber formal unentscheidbare Satze der Principia
Mathematica und verwandter Systeme I”
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Godels ofullstandighetssats
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Godels ofullstandighetssats

Hilbert: Man borde kunna Godel: Da blir det paradoxer!

bevisa allt
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Hur kan man bevisa nagot sadant?
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Hur kan man bevisa nagot sadant?

IF T ASSIGN NUMBERS
TO EACH OF THESE THINGS,
THEN IT BECOMES DATA,
AND I CAN DO MATH ON IT!

THE SAME BASIC IDEA UNDERLIES
GODELS INCOMPLETENESS THEOREM
AND ALL BAD DATA SCIENCE.

xkecd.com (Randall Munroe)
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Godelnumrering
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Godelnumrering

For att kunna behandla vilka matematiska uttryck som helst
med aritmetiska operationer, sd Oversatte Godel hela
matematikens formelsprak till tal. Detta kan géra pa manga
olika satt.
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Kan man rakna ut allt?
[e]e]e]e] o)

Godelnumrering

For att kunna behandla vilka matematiska uttryck som helst
med aritmetiska operationer, sd Oversatte Godel hela
matematikens formelsprak till tal. Detta kan géra pa manga

olika satt.

Number  Symbol Meaning Number  Symbol Meaning
666 0 zero 262 x a variable name
123 S successor function 163 * star (used to make more variables)
1 = equality relation 333 gl existential quantifier
212 < less than relation 626 v universal quantifier
112 + addition operator 161 A logical and
236 X multiplication operator 616 v logical or
362 ( left parenthesis 223 - logical not
323 ) right parenthesis
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En oavgorbar fraga

Kom ihag:
Det Russell observerade var att man i Freges system kan
formulera villkoret F(x) som “x uppfyller F(x) om x inte
tillhor x" .
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Kan man rakna ut allt?
00000e

En oavgorbar fraga

Kom ihag:

Det Russell observerade var att man i Freges system kan
formulera villkoret F(x) som “x uppfyller F(x) om x inte
tillhor x" .

Det Godel visade var
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En oavgorbar fraga

Kom ihag:

Det Russell observerade var att man i Freges system kan

formulera villkoret F(x) som “x uppfyller F(x) om x inte

tillhor x" .

Det Godel visade var

» Att det i hans system gar att rdkna ut om ndgot ar ett

bevis: Givet Godeltalet m for en foljd av argument A, och
Godeltalet n for en sats S, sé gar det att avgdra med
aritmetik om A &r ett bevis for S.
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00000e

En oavgorbar fraga

Kom ihag:

Det Russell observerade var att man i Freges system kan

formulera villkoret F(x) som “x uppfyller F(x) om x inte

tillhor x" .

Det Godel visade var

» Att det i hans system gar att rdkna ut om ndgot ar ett

bevis: Givet Godeltalet m for en foljd av argument A, och
Godeltalet n for en sats S, sé gar det att avgdra med
aritmetik om A &r ett bevis for S.

» Att det gar att formulera en sats som sager “Jag ar inte
bevisbar” i detta system. Den kan varken vara bevisbar
eller inte bevisbar, alltsd ar den oavgorbar!
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Slutord
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Nagra kommentarer
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Slutord
(1)

Nagra kommentarer

» En stor del av den matematik som faktiskt ar i bruk gar
att formalisera med svagare system, sa att man undviker
ofullstandighetssatsens bevismetod
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Nagra kommentarer

» En stor del av den matematik som faktiskt ar i bruk gar
att formalisera med svagare system, sa att man undviker
ofullstandighetssatsens bevismetod

» Hilberts 10:e problem, att finna en effektiv metod for att
|6sa vilken Diofantisk ekvation som helst (eller bevisa att
den inte har I6sningar) kan inte l6sas. Det ar oavgorbart
vilka Diofantiska ekvationer som ar l6sbara
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Slutord
(1)

Nagra kommentarer

» En stor del av den matematik som faktiskt ar i bruk gar
att formalisera med svagare system, sa att man undviker
ofullstandighetssatsens bevismetod

» Hilberts 10:e problem, att finna en effektiv metod for att
|6sa vilken Diofantisk ekvation som helst (eller bevisa att
den inte har I6sningar) kan inte l6sas. Det ar oavgorbart
vilka Diofantiska ekvationer som ar l6sbara

» Exempel: Det ar oavgorbart om ndgon av spelarna i
kortspelet Magic — The Gathering har en vinnande strategi
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Vilka l[ardomar kan vi dra?
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Slutord
oe

Vilka l[ardomar kan vi dra?

» Det finns vissa formella granser for formaliseringens
mojligheter
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Slutord
oe

Vilka l[ardomar kan vi dra?

» Det finns vissa formella granser for formaliseringens
mojligheter

» Mojligheten till sjalvreferenser staller till problem!

Kunskapsveckan 2022, Umea universitet

Kan man rikna ut allt? Gddels ofullst: hetssats och sjalvreferenser



	Självreferenser och paradoxer
	Argumentation och bevissystem
	Kan man räkna ut allt?
	Slutord

